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TEMA VI: VARI ABEI S ALEATORI AS
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1 EX POST Resultados cuantificabeis
VARIABEL ESTATISTICA

Estudo de T (despois da sua execucion)
fendmeno i
aleatorio TEX ANTE Asdbcia-se sucesos posibeis a nimeros reais mediante

1 (antes da sua execucion) VARIABEL ALEATORIA
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Consideramos un experimento aleatdrio con espazo de probabilidade asociado (W, A, P):

- VARIABEL ALEATORIA  éunhaaplicacion X: (W, A, P) %® R
W~%%® X(W)

tal que:
"rT R {wl R/XW)Er} T A (éun suceso) [*]
[*] CONDICION: Para todo nimero real, o conxunto das antiimaxes de
s mesmo e de todos os reais menores a e é un
SUCesO.
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- VARIABEL ALEATORIA DISCRETA é unha v.a que toma un nimero de valores finito ou infinito
numerdbel: corresponden a experimentos nNos que se conta 0 NUMero de veces que acontece un suceso.

Unhav.a discretatomaos valores Xy, ..., Xp €oN X1<Xo<...<X

= Funcion de Probabilidade ou M asa Px asociada a unhav.a. discreta

1 Pi=P(w/x(w)=xi) sex=xi i=1...n

Px: R%%® [01]l R / Px(X)= 1
T0 sextxi

indica a probabilidade de que suceda un suceso elemental.

[O eixo OX s0 ten pontos “salteados’ x; cuia probabilidade Py (altura respeito de OY) pode ser
maior que 0, e como maximo até 1:]

Exenpl o:
Representar a funcion de probabilidade ou masa da vari abel
aleatdria discreta x ° resultado de | anzar un dado
x(w1{1,2,3,4,5,6}

Px
Y
1/6 +
Y
+%0% 0% 0% 0% 0% 0% X;
1 2 3 456

Obsé&rve-se que:

0£P £1
n
S Pi=1
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i=1

= Funcién de Distribucion F asociada a unhav.a discreta

FR3¥%.%%® R
Xo ~¥2¥2® F(Xo)=P(xExq)=S P,

XIiEX0

Propriedades:
OEF(X)E1
F(-¥)=0 F(+¥)=1
F é crecente e continua pola direita.

P(a<xEb)=F(b)-F(a)

A funcion de distribucion dunha v.a. discreta é unha funcién F(x) escalonada, crecente, con saltos nos x;
(X1...Xn) iguais a probabilidade en cada x; (P;...Py)

Propriedades dunha funcién de distribucion F dunha varidbel discreta x

1) F é non decrecente

2) F é continua pola dereita lim F(X)=F(xo)
X® Xo"
3)lim  F(x)=0
X® -¥ (entre0el)
lim  F(Xx)=1
X® +¥

Relacién entre unha funcion de distribucion F dunha varidbel discreta x e afuncion de probabilidade

1) P(a<x£b)=F(b)-F(a)=P(xEb)-P(x£a)

2) P(aExEb)=F(b)-lim(x® &) F(x)

3) P(a<x<b)=lim(x® b) F(x)-F()

4)  P(agx<b)=lim(x® b) F(x)-lim(x® &) F(x)
5) P(x=a)=F(a)-lim(x® a) F(x)

Exenpl o:
Representar a funcion de distribucidén da variabel aleatoria discreta x °
resul tado de | anzar un dado
F(x)
Y
6/6 + [®
£
x(w)1{1,2,3,4,5,6} 5/6 + [®
E23
F(1)=P(x£1)=1/6 4/6 + [®
F(2)=P(x£2)=2/6 Vs
c 3/6 + [®
£
2/6 + [®
E23
1/6 + [®
E23
+® +¥a+¥a+Ya+¥+Ya+Ya X
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1 2 3 45 6

» Exercicio O nunero neio de acci dentes dunha autopista ao ano é de 15.
Cal cul ar

a)

a) a probabilidade de dous acci dentes nun mnes
b) a probabilidade de tres accidentes nun ano
c) a probabilidade de nmais de dous accidentes nun trinmestre

sucesos discretos sobre soporte continuo (tempo) P proceso de Poisson, distribucion de Poisson b

e' ]
P(x=i)= %% %%
il

E(x)=l =15
Var(x)=l =15

para cal cul ar a probabilidade de que haxa 2 accidentes nun nes non

podenps supofier que habera 24 nun ano, sendén adaptar 1=15 a nedi da de neses:
E(x) =Var (x) =15/ 12 sendo Xpor nes

b)

e (112, (15/12)?
P(Xpor mes=2)= Y2 Y2Ya¥aYa¥aYa¥aYa = 0.2238318 » 0. 22
2!

t 4boa [ Scheaffer/MC ave p. 645] € acunul ativa
P P(x=2,1=1.2)=P(x£2,1=1.2)-P(x£1, |=1. 2)=0. 879- 0. 663=0. 216»0. 22
t 4boa [fotocopias p. 602] é acumul ativa

b P(x=2,1=1.2)=P(x£2,1=1.2)-P(x£1, | =1. 2) =0. 8795- 0. 6626=0. 2169»0. 22
e . 15°
P(x=3)= %%%% = 0.000172 » 0.000
3!

t 4boa [ Scheaffer/MC ave p. 648] € acunul ativa

P P(x=3,1=15) =P( x£3, | =15) - P(x£2, | =15) =0. 000- 0. 000=0. 000

t 4boa [fotocopias p. 609] é acumul ativa

b P(x=3,1=15) =P( x£3, | =15) - P(x£2, | =15) =0. 0002- 0. 0000=0. 0002»0. 000

lano=15 P | (rimestre=15/(12/3)=15/4=3. 75

consi derando x trinestral:

P(x>2) =1- P(x£2) =1- 0. 2854=0. 7146
[fotocopias p.603 x=2, |=3.7]
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= Exercici o Considerenps o experinento aleatorio do | anzanento de duas npedas.
a) definir a v.a. do nunero de caras obtidas
b) calcular a funcién de masa de probabilidade e a sua funcidn de
di stribuci 6n

a)
x: W={cc, cx, xc, xx} ¥%%¥%® R
cc ~¥%® 2 caras
cXx ~¥%® 1 caras
Xc ~¥%® 1 caras
XX ~¥%® 0 caras
b)
funci 6n de nmasa de probabilidade
P(x=2)=1/4
P(x=1)=2/4
P(x=0)=1/4
funci 6n de distribuci 6n
F: R¥%®R i 0 se t<0
t~%® F(t)=P(x£t)= i Yase Of£t<l
% se 1£t<2
T 1 se 2ft

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
= Exercicio Dada a seguinte taboa, calcular a funcién de distribucion e as
probabi | i dades P(x£4.5) e P(x>2)

X 0 1 2 3 4 5
P(x) 1/10 3/10 4/10 1/10 1/20 1/20
F:R%%®R

t~%® F(t)=P(x£Et)= 0 se t<0

1/10 se 0Of£t<1
4/ 10 se 1£t<2
8/ 10 se 2£t<3
9/ 10 se 3£t<4
19/ 20 se 4£t <5
1 se 5f£t

P(x£4. 5) =19/ 20
P(x>2) =1- P(x£2) =1- 8/ 10=2/ 10
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- VARIABEL ALEATORIA CONTINUA é unha v.a. que toma vaores nun intervalo continuo, sexa finito ou

infinito. Na pratica non se pode cofiecer o0 valor exacto dunha v.a. continua, xa que medi-la equival a clasifica-la
nun intervalo mais ou menos fino.

= Funcién de Densidade f(x) asociada a unhav.a. continua

€ o limite dos histogramas asociados ao experimento a eatério cando o tamafio da mostra tende ainfinito e
a base do histograma tende a cero f(x):R® R

RedUce-se a base dos recténgulos e dun mesmo intervalo tdman-se mais valores, daguela a sucesion de
recténgul os convirte-se nunha curva cada vez mais suave.

0
f(x)30 o6f(x)dx=1

0 aareabaixo acurvaél

A integracion da funcién de densidade indica a probabilidade de calquera suceso:

7

0 Xp 6b
P(XEXo) = 6 f(x)dx P(@ExEb)=6 f(x)dx
0-¥ 0a

A probabilidade de que av.a. tome vaores nun intervalo ven dada pola area que f(x) encerra no intervalo.
P(x=x0)=0 porque x é unhav.a. continua, pero
P(Xo-DXEXEX+DxX)»base x altura=2Dxf(Xo)
polo tanto f(x) mide a densidade de probabilidade nun ponto.

A funcién de densidade permite calcular dunha forma sinxela as probabilidades de calguera suceso
asociado aunhav.a. continua.

Y0 YYY0YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
sExercicio Para unha variabel aleatéria continua x con funci 6n de densi dade
f(x)=-x/2+1 cal cul ar a probabilidade de que valla nenos de 1.

61 -x 61 -x
P(x<1)= 0 %¥%¥% +1 dx = 0 ¥%%% +1 dx = [-1/4-X*+x]o' = %= 75%
6-¥ 2 60 2

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

sExercicio Para unha variabel aleatéria continua x con funci 6n de densi dade
f (x) =2e ™ aproxi mar a probabilidade de que valla 3

X v.a. continua b P(3)=0
P(Xo-DXEXEXq+Dx)»2Dx f(Xo) =2Dx- f (3) =0. 0002- 2- € °= 4 entre dez nilléns

Dx=0.0001

para Dx=0.1, P(2.9£x£3.1) »1 entre mil
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»Exercicio Estudar a validez para unha v.a. continua x das segui ntes funci éns
conmo funci 6ns de densi dade. .

a)

b)

a) f(x)=-x/2+1 con x 1 (0,?2)
b) f(x)=1/b-a con x 1 (a,b)
c) f(x)=le'* con x30

As duas condi ci 6ns que conpre unha funci 6n de densi dade é que a funcion
sexa senpre positiva ou 0 e que a sua integral sexa 1.

62 -x
0 ¥%¥%¥ +1 dx = [-1/4-x%+x]o? = -1+42 = 1
060 2
f(x)30
f dens
fdens |a=1 fdens
6b 1
0 ¥%¥%¥% dx = [x/(b-a)]s" = 1
6a b-a
f(x)30
fdens
f dens a=1 f dens
a b
O+¥
0 le'dx = [-e' o™ = -e¥+1 = -1/e¥+1 = 1
60
f(x)30
A
f dens

fdens | a=1
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= Funcién de Distribucion F asociada a unhav.a. continua

FR¥%%%®R ()Xo
Xo~%¥2® F(Xo)=P(XEXg)= 0 f(x)dx
0-¥
enton:
dr(x)
YaYa =f(xo)
dx é=xo
Propriedades:
OEF(X)E1
F(-¥)=0 F(+¥)=1

A funcién de distribucién dunha v.a. continua é unha curva crecente e continua

P(a<x<b)=F(b)-F(a)

% %4 Resume % %4

v.a.discreta funcién de probabilidade ou masa Py | funcion de distribucion F
0£P £1 F(xo)=P(xExq)= S P,
XIiEXO
n
i _Sl Pi=1 OEF(X)E1
) F(-¥)=0
F(+¥)=1
P(a<x£b)=F(b)-F(a)
v.a.continua funcion de densidade f funcion de distribucién F

()Xo
P(x£xq) = 0 f(x)dx
0-¥
6b
P(aExExo) = 6 f(x)dx
0a

P(Xo-DXEXEXq+Dx)»2Dx f(Xo)

=F(Xo)

OEF(X)E1
F(-¥)=0
F(+¥)=1

P(a<x<b)=F(b)-F(a)
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=Exercicio Estudar a funcién de distribucién se a funci 6n de densi dade é...
a) f(x)=-x/2+1 con x 1 (0,?2)
b) f(x)=1/b-a con x 1 (a,b)
c) f(x)=le'* con x30

a)
(04 t
F(X)=P(t£x)=0 %%¥% +1 dt = [-1/4-t%+t] = [-1/4-t%+t] " = -1/ 4- x®+x
6-¥ 2
F continua e crecente F(-¥)=0£F(x) £1=F( +¥)
b)
(04 1 (04 1
F(x)=P(t£x) = 0] Y Ys dt = 0 %¥%¥%dt=[t/(b-a)]a= (x-a)/(b-a)
0-¥ b-a 0a b-a
F continua e crecente F(-¥)=0£F( x) £1=F( +¥)
c)
(04
F(X)zp(tEX)Z 0 |e_|th = [_e—lt]ox = -e'|X+1 = -1/e|x +1
60
F continua e crecente F(-¥)=0£F(x) £1=F( +¥)

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa

sExercicio A varidbel aleatdria que representa a proporcion de accidentes
autorovi | i sticos nortais de EEUU ten por funcién de densidade a f(x)=42x(1-x)

se O£x£1l; O se tonmm outro valor. Cal é a probabilidade de que non nais do 25%
dos acci dentes autonovilisiticos sexan nortais?

60. 25 60. 25 0. 25 60. 25
P(x£0.25)= & 42x(1-x)%dx = 0 udv = [uv] - 06 vdu =
60 60 0 60
u=42x b du=42dx

dv=(1-x)%dx b v=(-1)(1-x)% 6
=[42x(-1) (1-x)% 6] %2> 0.75'+1 = 0.566 » 57%

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
sExercicio A variabel aleatdria x representa o intervalo de tenpo entre duas
chegadas consecutivas a wunha tenda e a sua densidade esta dada por
f(x)=k-exp(-x/2) se x>0. Calcular a probabilidade de que un intervalo entre
duas chegadas consecutivas se atope entre 2 e 6 m nutos.

6
P(2<x<6)= & k-e2dx= [k-e X% (-2)].% = ...
2

O~

(®]]

canto val k?

EST Tema VI Pax. 8



Estatistica Tema 6 Varidbeis Aleatérias 9

60+¥

o f(x)dx = 1 = [k-e¥2(-2)]0"™ = -k(-2) = 1 b k=1/2
60

...=-e3+e’'=0. 318

Y0¥ YaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYaYa
CAMBIO DE VARIABEL NA FUNCION DE DENSIDADE f

Sexa x unha v.a. continua con funcién de densidade f,(x) e y unha v.a. continua relacionada con x pola
relacién biunivoca y=g(x), entén a funcion de densidade dey é

dx(y
)
{y(y)=fx(x(y))|%%%

dy

Exenpl o:
Sexa x a v.a. con funcién de densidade f,(x)=k-exp(-x/4) se
x>0. Cal cul ar a densi dade da vari abel y=2+(4/3)x

y=2+(4/3)x é unha funci én bi xectiva b relacio6n biunivoca
x(y)=(y-2)3/4

fx(x(y)) =k-exp((6-3y)/16)

| dx(y)/dy| =0.75

fy(y)=0.75-k-exp((6-3y)/16) se x>0 b se y>0

O+¥

0 k-exp(-x/4)=1=-4k-[exp(-x/4)]o¥=-4k(-1)=4k b k=0.25
00

fy(y)=3/16-exp(6/16-3/16y) se y>0

Se a relacion non é biunivoca determinan-se todos os x/x=g(y,) e siman-se todos os elementos de
probabilidade correspondentes a eles. Sexan X, Xz, ... Xn = g (Yo), enton:

n dXi(y
)
fy(y)=Sfx(xi(y)) %% |
i=1 dy

Exenpl o: .
Sexa x a v.a. con funcién de densidade f,(x)=1/C2p- exp(-x?/ 2)
Cal cul ar a densi dade de y/x=y?

x(y)=+xQy a funci 6n non é bixectiva
b a relaci 6n non é biunivoca
dx=+1/ (26y)dy b dx/dy=+1/ (20y)
fy(y) =fx(+Oy) - 1/ (20y) +f (- Oy) - 1/ (20y) =
=1/ (20y) [ 1/ Q(2p) e M ¥+1/ Q(2p) e V' ?] =
=1/ (28y) -2/ & 2p) e ¥ P¥=1/ Q 2py) - e ¥ se y30

EST Tema VI Pax. 9



Estatistica Tema 6 Varidbeis Aleatérias 10

EST Tema VI Pax. 10



Estatistica Tema 6 Varidbeis Aleatérias 11

MEDIDAS CARACTERISTICAS DUNHA VARIABEL ALEATORIA

Os modelos de distribucion de probabilidade son representacions idealizadas de experimetnos aleatérios.

Representan unha suavizacion da varidbel estatistica obtida dunha mostra do experimento.

As medidas caracteristicas dunhav.a. son as medidas caracteristicas dunha varidbel estatistica cambiando

P, por fi
v. a. DI SCRETA v. a. CONTI NUA
con val ores Xi...X, con f.dens. f(x)
e f.prob. Pi- . . Pn
MOVENTO RESP. ORI XE n 6
DE ORDE k a a= S Xi“py a=0xf (x) dx
o
E(a+bx) = ESPERANZA 0 6
=a+b- E(x) MATEMATI CA E(x)=mF S xi-pi | E(x)=mroxf (x) dx
medi a ou a; 1= 5
ESPERANZA 0 6
MATENATI CA E(y)=rF S g(xi)-pi |E(y)=nrog(x)f(x)dx
DE y=g(x) 1= 5
MOVENTO RESP. MEDI A 0 6
DE ORDE k m m= S (xi-m"p, m=6(x-m “f (x) dx
o
s?=E(x%) - Ex? |VARI ANZA m n o, 6
var (ax+b) s?=var (x) m= S (xi-m* p; m=0(x- m % (x) dx
ar (ax+b) = P - ~
- 0
—a2. Var (x) s=desv.tipica

Coeficiente de Asimetria CA=my/s®

Coeficiente de Apuntanento ou Curtose CP=m/ s*- 3

Acot aci 6n de Tsebyshev

(i ndi ca a bondade de s conp nedi da de di spersi én respeito da nmedia m

“Sexa x unha v.a. (discreta ou continua) con nedi a me desvi aci 6n
tipicas, e kiR, entén a proporci 6n da distribuci 6n conprendi da
entre mks e mrks é ao nenos de 1-1/k*

1
P(m ksExEmtks) =P( | x-m} £ks) 3 1- ?/42
k

E(g(x))

En xeral, Tsebyshev afirma P(g(Xx)>C)E %%%¥aYa%a
c
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Un caso particular de T con interés é g(x)=(x-m? e c=k?s?

E(x-m?
P((x-m *>k?s?) £ %u¥%¥ds
k’s?
| ]

P(| x-m >ks) £ 1/k® xa que P(|x-nj£ks) 3 1-1/k?
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